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Aufgabe B 16.

Zeigen Sie, dass die Folge

2 +3n—1
T 2 5

den Grenzwert 2 besitzt, indem Sie zu jedem € > 0 eine Zahl N(e) € N so angeben, dass fir

alle n € N gilt:

firneN
n>N(E) =la, —2|<e.

Losung. Folge: a,, = ————
n?+5n—>5
Zeige: (ay,)nen konvergiert gegen 2, indem ein N(g) angegeben wird, mit

la, — 2| < ¢ fiir alle n > N(e)
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Sei € > 0. Dann gilt fir n > N(¢) := [—} + 1 (erst Rechnung machen, dann N (e) eintragen!)
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da n? 4+ 5n — 5 > 0 fiir alle n € N. Mit der Dreiecksungleichung gilt | — 7n + 9| < 7n + 9
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Wir miissen nun N (¢) so wéhlen, dass — < ¢ fiir alle n > N(e) gilt.
n
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Wiéhle also N(e) = {—} + 1, dann gilt:
£

Aufgabe B17.

Untersuchen Sie die folgenden Folgen (a,,),eny auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls
ihre Grenzwerte:

n

(a)an:;(:é)k’ (b)*an:(1-%).<1_%)...<1_ﬁ)’
(¢) an=vn—+vn-1 () an = (—1)'—""

Hinweis zu (b): a® — b* = (a — b)(a + b).

Losung. (a)

nach der Formel fiir die geometrische Summe gilt > ¢* = q

——— fiir ¢ # 1, also
k=0 l—q




= lim a, = -
1m a 5

n—o0

Alternativ gilt: a,, = 5 =t x (_4_1> = b, + c,. Mit nlggo b, = : und
4
lim ¢, = 0 folgt lim,, , a, = —.
n—00 5
(b) Es gilt
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Mit lim,,_.o by,

(c) Es gilt

=1 und lim,,_, ¢, = 1 folgt:
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Die Folge (by,)nen ist eine Nullfolge.
Da fiir alle n € N

gilt, ist (a,)n
gilt:

1 1
= < =
2] Vn+yvn—17+/n
€ N nach dem Vergleichssatz (Satz 3.3) ebenfalls eine Nullfolge, folglich

bn

lim a, =0
n—oo
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ist (@, )neny unbestimmt divergent.

Aufgabe B 18.

Es seien (ay, )neny und (b, )nen konvergente relle Folgen mit b,, # 0 fiir alle n € N und lim b, = 0.
n—oo

Zeigen Sie jeweils durch ein Beispiel, dass die Folge (Z—n)
neN

n

(a) konvergent,
(b) divergent und beschrankt,
(c) divergent und unbeschriankt

sein kann.

Lésung. Seien (a,)neny und (b,),en reelle konvergente Folgen
mit b, 20V n € Nund lim b, = 0.

n—o0

(a) Setze a, :=b,, dann ist Z—n =1—-1

Qn
= (—) konvergent.
b" neN

(b) Setze a, := (—1)"b,, dann ist (Z—") = (—1)" beschrankt, aber unbestimmt divergent.

n 1 . . . n
(c) Setze a, = 1, dann ist Z— =5 Da b, eine Nullfolge ist, ist Z— unbeschréankt und

bestimmt divergent.

(Merke: Aufpassen beim Quotienten von Folgen, hier darf man im Allgemeinen nicht
i an, lim a,,
im — zu
n—oo b, lim b,

vereinfachen!!) O



Aufgabe B 19.

Zeigen Sie: Wenn eine Folge (a,,)nen konvergent ist, so ist auch die Teilfolge (b, )neny mit by, 1= agy,
konvergent und beide Folgen haben denselben Grenzwert. Gilt auch die Umkehrung?

Lésung. Sei (a,)neny konvergent gegen a < Ve >0 IN(e), so dass V n > N(e) gilt
la, —a| < e.

Wenn dies fiir alle n > N(¢e) gilt, dann sicher auch fiir alle geraden n, also n = 2n > N(e).
=V e>03N(e), sodass V 2m > N(e)

lagm — al < e.

N
Wahlen wir mg := [ﬁ] + 1, so ist dann offenbar auch V ¢ > 0 4 my € N, so dass V m > my

lagm, —al < e

wahr. Mit b, := ag,, folgt somit die Konvergenz von (b,,),, gegen a fiir m — oo.
Gegenbeispiel fiir Umkehrung:

ap i= (=1)", dann ay, = 1 =3 1, aber (a,), ist nicht konvergent.



